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The first Darboux problem for second order nonlinear hyperbolic equations with 

memory. 

Yangiboev Z.Sh. Bektosheva U. 

Karshi State University, Uzbekistan. 

2.TUIT Karshi branch, Uzbekistan. 

Abstract: The first Darboux problem for the second order hyperbolic integro-diff erential 

equations with power nonlinearity has been investigated. The existence of global solutions to 

this problem is studied, depending on the sign of the parameter before the nonlinear term and 

the degree of nonlinearity is considered. 

Keywords: Darboux problem, hyperbolic equation, solvability, poroelasticity, generalized 

solution, Volterra equation, Green-Hadamard function, correctness, integral equation. 

  

О ПЕРВОЙ ЗАДАЧЕ ДАРБУ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА К 

ПАМЯТЬЮ 
1
Янгибоев З.Ш., 

2
Бектошева У. 

1. Каршинский госуниверситет,Узбекистон.  

2.ТУИТ Каршинский филиал, Узбекистон. 

Аннотация- исследуется первая задача Дарбу для гиперболических интегро-

дифференциальных уравнений второго порядка со степенной нелинейностью. 

Рассматривается вопрос о существовании глобальных решений этой задачи и 

зависимости от знака параметра перед нелинейным членом и степени эго 

нелинейности. 

 Ключевые слова- задача Дарбу, гиперболическое уравнение, о разрешимость, 

пороупругости, обобщенная решения, уравнению Вольтерра, функция Грина-

Адамара, корректность, интегральное уравнение. 

 

 

1 Постановка задачи 

В плоскости x  и t  рассмотрим  линейное гиперболическое уравнение к 

памятью вида 

1 2 3

0

: ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

tt xx t x

t

L u u u b x t u b x t u b x t u u u

b x s u x s ds f x t



       

 
     (1) 

 Здесь u  искомая действительная функция, ( , )( 1,2,3), ( , ), ( , )kb x t k b x t f x t - 

заданные функции   и  - заданные действительные постоянные, причем  

0, 1   . Уравнение (1) возникает в частности в динамической теорию 

пороупругости [1-7]. 

Следуя  8  введем обозначая  : ( , ) :0 ,0 , ,TD x t x t t T T       

треугольную область, ограниченную характеристическим отрезком 

1, : ,0 ,TГ x t t T    а также отрезками 2, : 0,0 ,TГ x t T    и 3, : ,0 .TГ t T x T    

Для уравнения (1) рассмотрим первую задачу Дарбу об определении в области 
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TD  решения ( , )u x t  этого интегро-дифференциального уравнения по краевым 

условиям (см., например, [9, c. 228]): 

,

0, 1,2.
i TГ

u i                    (2) 

Отметим, что для нелинейных уравнений гиперболического типа вопросам 

существования или отсутствия глобальных решений различных задач (как, 

например, начальных, смешанных, различного рода нелокальных задач, в том 

числе периодических) посвящено много работ (см., например, [10]-[19]). В 

линейном случае, т.е. при  0, ( , ) 0b x t    задача (1),(2), как известно, 

корректно поставлена и имеет место глобальную разрешимость в 

соответствующих пространствах функций (см., например, [9], [20]-[23]). 

 В [8] показано, что при определенных условиях на показатель 

нелинейности   и параметр   задача (1), (2) для случая ( , ) 0b x t   в одних 

случаях глобально разрешима, а в других случаях не имеет глобального 

решения, при этом рассматриваемая задача локально разрешима. 

В данной работе исследуется первая задача Дарбу для нелинейных 

гиперболических уравнений второго порядка к памятью. Обсуждается также 

вопрос о разрешимости поставленной задачи. 

Определение 1 [8] . Пусть ( , ), ( , ) ( ), 1,2,3, ( , ) ( )k T Tb x t b x t C D k f x t C D   .  

Функцию u  будем называть сильным обобщенным решением задачи (1) (2) 

класса C  в области TD , если  ( )Tu C D  и существует такая последовательность 

функций 2( , )n T Tu C D S % , что  nu u  и nL u f   в пространстве ( )TC D  n   

, при n ,     

где 

 2 2

1, 2,( , ) : ( ) : 0 , : Г .T T T T T TT
C D S u C D u S Г   % U  

Определение 2 [8]. Пусть , ( ), 1,2,3, ( )kb b C D k f C D    . Мы будем 

говорить, что задача (1),(2) глобально разрешима в классе C , если для любого 

конечного 0T   эта задача имеет сильное обобщенное решение класса C  в 

области TD . 

2 Априорная оценка решения задачи (1), (2) 

Имеет место 

Лемма 1. Пусть  1 0    а в случае 0   дополнительно потребуем, 

чтобы 0  . Тогда для сильного обобщенного решения задачи (1), (2) из класса 

( )TC D  справедлива априорная оценка 

1 2( ) ( )T TC D C D
u c f c                             (3) 

с положительными постоянными ( , , , , ), 1,2, 1,2,3,k jc T b b k j     не зависящими 

от u  и f .  

Доказательство. Сначала рассмотрим случай, когда 0   и 0  . Пусть 

сильное обобщенное решение задачи (1), (2) класса C  в области TD . Тогда в 
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силу определения 1 существует такая последовательность функций 
2( , )n T Tu C D S % , что  

( ) ( )
lim 0,lim 0

T T
n nC D C Dn n

u u L u f
 

    ,       (4) 

а следовательно, и 

( )

lim 0
T

n n n
n C D

u u u u
 


  .                     (5) 

Рассмотрим функцию 2( , )n T Tu C D S % , как решение следующей задачи: 

n nL u f                    (6) 

0
T

n S
u  .                       (7) 

Умножая обе части равенства  (6) на nu

t




 и интегрируя по области 

 : ( , ) :0 ,0 ,T TD x t D t T        будем иметь 
2 2

2

2

1

2 2
T T T

n n n
n

D D D

u u u
dxdt dxdt u dxdt

t t x t t





     
   

      
  

1 2 3

0

( , ) ( , ) .

t

n n n
n n n

D

u u u
f b b b u b x s u x s ds dxdt

t x t


   
     

   
   

Обозначим  : ,0I D t T       . Тогда с учетом (7) интегрированием по 

частям левой части последнего равенства получаем 

1 2 3
n n n

n n

D

u u u
f b b b u dxdt

t x t


   
    

   
  

1,

2 2

2 21
( )

2

n n n
t x t x

t

u u u
ds

t t t


   


      
        

       
  

2 2
21

,
2 2

n n
n

I I

u u
dx u dx

t x
 





     
      

       
                         (8) 

где : ( , )x t   -единичный вектор внешней нормали к D  и    : .TГ Г t     

Так как, что оператор t xx t       является внутренним дифференциальным 

оператором на 1,TГ  в силу (7) будем имеет 

1,

0n n
t x

Г

u u

x t


 
 

 
 

                    (9) 

Далее принимая во внимание, что 

1,

2 2( ) 0
T

t x Г
                   (10) 

С учетом (9), (10) из (8) получаем 
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2 2

( ) : n n
n

I

u u
dx

t x


 
     

      
      

  

1 2 3

0

2 ( , ) ( , ) .

t

n n n
n n n

D

u u u
f a a a u b x s u x s ds dxdt

t x t


   
     

   
             (11) 

Отсюда используя e неравенство, получим 

2

2
2

( )

1
( ) n

n n L D

D

u
e dxdt f

t e 



 
 

   
 

  

1 2 3

0

2 ( , ) ( , ) .

t

n n n
n n

D

u u u
a a a u b x s u x s ds dxdt

t x t


   
    

   
             (12) 

Вводя обозначение 
1 3 ( , )

: max(max sup ( , ) , ( , ) )
T

k
k x t D

B b x t b x t
  

  в силу неравенства Коши 

имеем 

1 2 3

0

2 ( , ) ( , )

t

n n n
n n

D

u u u
b b b u b x s u x s ds dxdt

t x t


   
     

   
   

2 2

24 2 .n n
n

D D D

u u
B dxdt dxdt u dxdt

t x
  

     
      

      
               (13) 

Далее, из равенств (7) и  ( , ) ( , ) ,( , )

t

n n T

x

u x t u x t d x t D      после несложных 

преобразований получим 24  

2

2 2 n
n

D D

u
u dxdt dxdt

t
 


 

  
 

                             (14) 

Отсюда с учетом (12) и (13) следует, что 

2

22

( )

0

1
( ) ( 2 ( 2)) ( ) , 0 .n n n L D

e B y dy f T
e 



           

Отсюда учитывая, что величина 
2 ( )n L D

f


, как функция от    является 

неубывающей , в силу леммы Гронуолла  (см., например, [25, c 13]) получим 

2

2 2

( )

1
( ) exp( ( 2 ( 2))).n n L D

f e B
e 

       

Положим  1e   и замечая, что  

0

exp( )
inf ,
e

e
e

e





  

имеем 

2

2 2

( )
( ) exp(2B ( 2) 1), 0 .n n L D

f T


                            (15) 
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Если ( , ) Tx t D , то в силу (7) имеет место равенство 

0

( , )
( , ) ( , ) (0, ) ,

x
n

n n n

u y t
u x t u x t u t dy

x


  

  

откуда в силу (15) будем имеет 
2 2

2

0 0

( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )

t

x x
n n

n n n

I

u y t u y t
u x t dy dy x dy xw t tw t

x x

    
       

    
    

2

2 22 2 2 2

( ) C( )
exp(2 ( 2) 1) mesD exp(2 ( 2) 1)

t
n n tL D D

t f Bt t t f Bt t


        

21 4 2

C( )
2 exp(2 ( 2) 1), ( , ) .

t
n TD

t f Bt t x t D              (16) 

или 
1 2 2

( ) ( )
2 exp(2 ( 2) 1 2).

T T
n nC D C D

u T f BT T    

В силу (4), переходя в последнем неравенстве к пределу при n , получим 
1 2 2

( ) ( )
2 exp( ( 2) 1 2).

T T
n nC D C D

u T f AT T        (17) 

Из оценки  (17) следует (3) в случае 0   и 0   . 

Теперь рассмотрим случай 1 0    при произвольном  . В этом случае 

1 2 2    и применяя неравенство 

2 2 2 1 1
, , 1, 1, 1, 1,

2

p q

n

a b
ab a u b p q

p q p q



 


          


 

получим 

2 2 22 2
.

2 2 2 2
n n n

I I I

u dx u dx u dx

  

       
    

 
    

Отсюда, учитывая вид функции ( )n   из (11) в силу (8)-(10) следует, что 

2
( )

2
n n

I

u dx



 
  


  

  

1 2 3

0

2 ( , ) ( , )

t

n n n
n n n

D

u u u
f b b b u b x s u x s ds dxdt

t x t


   
     

   
  .     (18) 

В соответствии с теорией следа имеет место оценка (см., например, [24, c 

77,86]) 
1

22 ( ) ( , )n nL I W D Г
u u

  

 o         (19) 

где   
1

1 1
2 2 2( , ) : ( ) : 0 , ( )ГW D Г u W D u W D

   



   -пространство Соболева, 

1

2

2 2
2

( , )
: .n n

n W D Г

D

u u
u dxdt

t x 





     
     

      
  
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Поскольку 

2

22 n n
n n

u u
f f

t t

    
    

    
, то в силу (13), (14) и (19) из (18) 

будем иметь 
2

2( ) (2 ( 2) 1) n
n

D

u
B dxdt

t


    
 

     
 

  

2

2( ) .
2

n
n

D D

u
B dxdt f dxdt

x
 

 
 



 
    

  
   

Отсюда следует, что 

2

22

( )

0

( ) (2 ( 2) 1) ( ) , 0 .
2

n n n L D
w B w y dy f T



  
    


       

  

Применяя лемму Гронуолла (см., например, [25; c 13]) из последнего 

неравенства получим 

 
2

2 2

( )
( ) exp (2 ( 2) 1) .

2
n n L D

T
w f B T T T




 



 
     

 
         (20) 

Аналогично, тому из (15) было получено (16), из (20) будем иметь 

 
2 2 2

C( )
( , ) (t) T exp (2 ( 2) 1)

2
n n n TD

T
u x t tw f mesD B T T T








 
       

 
 

 
22 2

( )
exp (2 ( 2) 1) .

2 2
n C D

T
T f B T T T








 
     

 
 

Отсюда вытекает, что 

      2exp 2 2 1
2 2 2T T

n nC D C D

T T
u T f B T T






   
           

, 

откуда в силу (4) в результате предельного перехода при n  получим оценку 

  

  

2

( ) ( )

2

exp 2 2 1
2 2

exp 2 2 1
2 2

T T
nC D C D

T T
u T f B T T

T
T B T T








 
     

 

 
      

    (21) 

Этим оценка (3) доказана полностью. 

Замечание 2. Из (17) и (21) следует, что в оценке (3) постоянные 1c  и 2c

следующие: 

  1 2 2

1 2 exp 2 1/ 2c T BT T   , 2c =0,                               (22) 

при 0   и 0  ; 

  2

1 exp 2 2 1 ,
2 2

T T
c T B T T

 
    

 
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  2

2 exp 2 2 1 ,
2 2

T
c T B T T






 
      

            (23) 

при 1 0     и   .  

3 Эквивалентная редукция задачи (1), (2) к нелинейному 

интегральному уравнению Вольтерра второго рода 

Пусть  : ,P P x t -произвольная точка области TD . Обозначим через ,x tD  

четырехугольник с вершинами в точках : (0,0)O O ,  : ,P P x t , а также в 

точках 1P  и 3P , лежащих соответственно  на носителях данных 2,TГ  и 1,TГ , т.е. 

1 1: (0, ),P P t x   3 3: (( ) / 2,( ) / 2)P P x t x t   . Очевидно, что область ,x tD  состоит 

из характеристического прямоугольника 1; , 1 2 3:x tD PPP P  и треугольника 

2; , 1 2:x tD OPP , где     2 2: / 2, / 2P P t x t x   . 

Рассмотрим условия гладкости, наложенные на коэффициенты 

уравнения (1): 

 
1

, 1,2.
m

kb C D k


       
1

3, ,
m

b b C D


   1m                          (24) 

Замечание 3. Известно, что при выполнении этих условий гладкости 

для коэффициентов для задачи (1), (2) при 0, 0b    корректно 

определена функция Грина-Адамара  , ; ,G x t x t  , которая вместе со своими 

частными производными до второго порядка включительно ограничена и 

кусочно-непрерывна, имея разрывы первого рода лишь при переходе через 

особое многообразие 0t x t x      (см., например, [28], [29; c.230], [30; 

c.38]). 

Далее считаем, что в условие (25) показатель гладкости 1.m   

Для классического решения задачи (1), (2) u  из класса  2

TC D  

справедливо следующее интегральное равенство: 

       
, 0

, , ; , , ,

x t

t

D

u x t G x t x t b x s u x s dsdx dt



         

     
, ,

, ; , , ; , , ,

x t x tD D

G x t x t u udx dt G x t x t f x t dx dt


                , Tx t D    (25) 

Замечание 4. Равенство (25) можно рассматривать, как нелинейное 

интегральное уравнение типа Вольтерра, которое можно переписать в виде 

         1

0 0, , , , ,u x t L u u x t M u x t F x t


           , Tx t D     (26) 

Здесь 1

0 ,L  0M - линейные операторы, действующие по формулам 

    
,

1

0 , : , ; , ,

x tD

L x t G x t x t dx dt       ,              , Tx t D ,                 (27) 
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~    

 

 

      1

0 0

0

, : , , ,

t

M x t L b x s v x s ds 
 

  
 

              , Tx t D ,                (28) 

    1

0, , ,F x t L f x t                 , Tx t D .               (29) 

Лемма 2. Функция  Tu C D  является сильным обобщенным 

решением задачи (1), (2) класса C  в области TD  тогда и только тогда, когда 

она является непрерывным решением нелинейного интегрального уравнения 

(26). 

Доказательство. Действительно, пусть  Tu C D  является решением 

уравнения (26). Поскольку  Tf C D , а пространство  2

TC D  плотно в 

 TC D  (см., например, [21; с. 37]), найдется такая последовательность 

функций  2

n Tf C D , что nf f  в пространстве  TC D  при n .  

Аналогично, поскольку  Tu C D , существует такая последовательность 

функций  2

n Tw C D , что nw u  в пространстве  TC D  при n .  

Положим 

 1 1

0 0 0: , 1,2,...n n n n nu L w w M w L f n


        

Легко проверить, что  2 ,n T Tu C D S , а поскольку 1

0L  является линейным 

непрерывным оператором, действующим в пространстве  TC D , причем 

 
lim 0

T
n C Dn

w u


  ,                    
 

lim 0
T

n C Dn
f f


  , 

 1 1

0 0 0nu L u u M u L f


      

в пространстве  TC D  при n .  Но из равенства (25) следует, что 

 1 1

0 0 0L u u M u L f u


      . 

Таким образом, имеем 

 
lim 0

T
n C Dn

u u


  . 

С  другой стороны,   
0

0

t

n n n n nL u w w bw ds f


    , откуда в силу того, что 

 
lim 0

T
n C Dn

u u


  ,    
 

lim 0
T

n C Dn
w u


  ,     

 
lim 0

T
n C Dn

f f


  , 

получаем 

0

0 0 0

t t t

n n n n n n n n n n n nL u L u u u bu ds w w bw ds f u u bu ds
  

                

   
0 0

t t

n n n n n n n nw w u u u u u u b w u ds b u u ds f f
  

              
      в 
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пространстве  TC D  при n .  Обратное очевидно.  

Уравнение (26) перепишем в операторном виде 

 :u Au M u f        (30) 

Здесь оператор    : T TA C D C D  является непрерывным и компактным, 

так как нелинейный оператор    : T TM C D C D , действующий по 

формуле 

0

:

t

Mu u u buds f


    , 

при 1    является ограниченным и непрерывным, а линейный 

оператор    : T TM C D C D  является компактным [8]. В  то же время, 

согласно леммам 1 и 2, для любого параметра  0,1s  и для любого 

решения  Tu C D  операторного уравнения 

u sAu  
справедлива априорная оценка 

  1 2( )T TC D C D
u c f c % % 

с положительными постоянными 1c%, 2c% не зависящими от ,u f и s  s. 

Поэтому согласно теореме Лере-Шаудера (см., например, [30; с. 375]) 

уравнение (30) при условиях леммы 1 имеет хотя бы одно решение 

 Tu C D . Тем самым, в силу леммы 2 нами доказана следующая. 

Теорема. Пусть 1 0   , а в случае 0   параметр 0  . Тогда 

задача (1), (2) глобально разрешима в классе непрерывных функций C  в 

смысле определения 2, т.е. если  f C D ,  то для любого 0T   задача (1), 

(2) имеет сильное обобщенное решение класса непрерывных функций C  в 

области TD . 
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